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Tiivistelmä
Aiheenani on kehitellä mahdollinen matematiikkakerhon kokonaisuus
tai lukion pitkän matematiikan lisämateriaali. Ideanani on ollut antii-
kin kreikan ongelma kuution tilavuuden kahdentamisesta ja kuinka tä-
hän päästään. Tarkoitus on auttaa opiskelijoita havaitsemaan, että al-
gebra ja geometria ovat hyvin läheisesti toisissaan kiinni ja ovat kuin ko-
likon kaksi eri kääntöpuolta käyttämässämme matematiikassa. Tarkoitus
on havainnollistaa miten geometrialla voidaan todeta algebran käsitteitä
ja sitä kautta luoda reitti, mitä kautta opiskelijat pääsevät kehittämään
geometrian taitojaan. Olen arvioinut tähän käytettäväksi noin neljä tai
viisi oppituntia aikaa, ja mukana on joka aiheesta muutama tehtävä, jot-
ka olen koittanut tehdä mahdollisimman mielenkiintoisiksi. Materiaali on
tarkoitettu pitkän matematiikan analyyttisen geometrian kurssin jälkeen
käytäväksi. Opettaja saa itse päättää miten, missä ja milloin haluaa tätä
suunnitelmaa käyttää ja kehittää itse lisää tehtäviä aiheeseen ja opiskeli-
joiden mielenkiintoihin liittyen.
Olen jakanut graduni kolmeen aihealueeseen: Euklidisessa geometrias-
sa tutkimme geometrian aksioomia ja aksiomaattista todistamista. Kap-
paleessa verrannot tutkimme kuinka yhdenmuotoisilla kolmioilla voimme
rakentaa pituuksia pelkkää harppia ja viivainta käyttämällä. Lopuksi kuu-
tion tilavuuden kahdentaminen kappaleessa tutkimme miten voimme rat-
kaista tämän kreikkalaisen ongelman.
Olen koittanut tasapainoilla kuvien ja tekstin välillä. Tämän työn ai-
heena on geometria, joten kuvia löytyy paikoin paljon. Pidän näitä silti
tärkeänä osana työtä.
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Osa I
Johdanto
1 Minä ja motiivini
Olen aina pitänyt matematiikan historiaa motivoivana aihealueena matematii-
kassa. Se elävöittää matematiikkaa ja luo siihen oman tunnesiteensä. Historian
kautta näemme kuinka ihmiset ovat ratkaisseet aikakautensa ongelmia, ja histo-
ria näyttää matematiikan inhimillisen puolen. Päätin siis ottaa graduni aiheeksi
yhden antiikin kreikan ongelman, eli kuution tilavuuden kahdentamisen. Sellai-
senaan aihe oli liian rajallinen, joten päätin tarkastella aihetta lukio opetuk-
sen kannalta. Kuinka tämän ongelman voisi todistaa lukion pitkän matematii-
kan taidoilla, joko kurssin yhteydessä, tai sitten erillisenä matematiikkakerhon
osana. Gradua tehdessäni havaitsin, että itseasiassa ongelma jäi taka-alalle, ja
lähinnä suunnittelin vain kuinka algebraa ja geometriaa voisi lähentää ja hyö-
dyntää lukion opetuksessa. Millaisia tehtäviä voisi suorittaa, jotka opettaisivat
opiskelijoille järkeviä ja erilaisia ratkaisu tapoja. Monesti tutkitaan miten al-
gebrallisesti voidaan ratkaista geometrian ongelmia ja geometrialla lähinnä tar-
kistetaan, että kuvasta laskut näyttäisivät menneen oikein. Kuitenkin geomet-
rialla voi myös laskea algebrallisia ongelmia ja tutkia niitä. Yritän kehittää tätä
hieman ja saada opettajalle uusia työkaluja opettaa aihetta.
Tarkoituksena on siis löytää algebran ja geometrian yhdyskohtia, eli siis ana-
lyyttisen geometrian lisäsovelluksia. Suoria ja käyriä voidaan kuvata funktioilla.
Laskemme yleensä pinta-alat ja tilavuudet yhtälöillä emmekä niinkään kuvas-
ta katsomalla tai täyttämällä astiaa vedellä ja katsomalla kuinka paljon vettä
mahtui astiaan. Lähdetään siis tutkimaan miten saamme yhdistettyä nämä kak-
si matematiikan yleisintä ajatusmallia.
1.1 Välineet
Kaikki tämän työn kohdat on tarkoitettu pystyttäväksi piirtämään tai ratkai-
semaan vain harppia ja viivainta käyttäen. Suosittelen antamaan opiskelijoil-
le ruudutonta paperia, jotta geometriset kuviot ovat heille vaikeampia piirtää.
Näin haastamme opiskelijat toimimaan geometrian kanssa oikein. Harpilla voi
ottaa tunnetun pituuden ja piirtää sen toisaalle. Viivaimella voimme piirtää suo-
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ria. Myöhemmin voimme kolmioviivaimella helpottaa samansuuntaisten suorien
piirtämistä.
1.2 Ajankäyttö
Olen suunnitellut tämän kokonaisuuden viemään noin neljä tai viisi oppituntia
aikaa. Oletan, että aikaa olisi neljä oppituntia. Jos aikaa on enemmän, saam-
me helposti viidennen tunnin kokonaisuuden tästä aiheesta. Ensimmäinen tun-
ti olisi euklidisen geometrian alkeita. Toinen tunti on tarkoitus käyttää kol-
mioiden sivujen suhteisiin ja verrantoihin. Kolmas ja neljäs tunti olisi kuution
tilavuuden kahdentaminen. Mahdollinen lisätunti olisi kultainen leikkaus sekä
neusis konstruktio kolmantena tuntina. Kuution tilavuuden kahdentamis kap-
paleen keskellä on muutama tehtävä joihin voisi lopettaa kolmannen tunnin ja
jatkaa sitten neljännellä tunnilla tämän loppuun. Lopussa on myös pari tehtä-
vää ratkaisuineen. Nämä voi joko käydä viimeisen tunnin lopulla, jättää oman
harrastuneisuuden varaan tai käydä myöhemmän tunnin alussa. Alla esimerkki
ajankäytöstä.
 1. Tunti: kpl 3, Aksioomat. Euklidisen geometrian alkeita, esimerkki ja
tehtäviä.
 2. Tunti: kpl 4, Verrannot. Esimerkkejä verrannoista ja geometrisia tapoja
piirtää yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus. Mahdollisesti kultainen leikkaus
jos ehtii tai mahdollinen lisätunninaihe.
 3. Tunti: Mahdollisesti kpl 4.3, kultainen leikkaus sekä kpl 5 ja 6, historia
ja neusis konstruktio kuution tilavuuden kahdentamiselle.
 4. Tunti: kpl 7, Kuution tilavuuden kahdentaminen kohtaan 7.7 asti. Mah-
dollisesti edeltävältä tunnilta aiheita, jos tarkoitus on käyttää neljä tuntia.
 5. Tunti: kpl 7.8-7.15, Kuution tilavuuden kahdentaminen loppuun ja ai-
heeseen liittyvät tehtävät.
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Osa II
Teoreettinen tausta
Suurimpia lähteitäni ovat Charles Hadlockin teos Field Theory and its Clas-
sical Problems, Matti Lehtisen teos Geometrian perusteita ja K. Väisälän teos
Geometria. Näiden siivittämänä lähdin tutkimaan miten voisin lähentää geo-
metriaa ja algebraa lukio-opetuksessa, ja kuinka voisin yhdistää kuution tila-
vuuden kahdentamisen tähän.
Hadlock
Hadlock tutkii teoksessaan kuution tilavuuden kahdentamista. Olen suurilta
osin vain suomentanut hänen tekemänsä todistuksen aiheesta tähän teokseen.
Kuution tilavuuden kahdentaminen on hyvä osoitus mitä yliopistomatematiikka
on, pyrkimättä menemään aiheessa liian pitkälle. Tällä tavoin pystytään näyt-
tämään mihin matemaattinen rakenne pystyy ilman, että opiskelija tuntee löy-
täneensä itsensä liian suuren ongelman edestä.
Hadlock on kirjoittanut kirjansa sekä itselleen, että kenelle tahansa, jota kiin-
nostavat algebra ja geometria. Hadlockin kirjasta olen käyttänyt sivuja 2-26. Eli
käytännössä alusta kuution tilavuuden kahdentamiseen. Kirjassa käsitellään tä-
män jälkeen kaksi muuta antiikin Kreikan suurta ongelmaa, kulman kolmijako ja
ympyrän neliöiminen. Näiden jälkeen Hadlock jatkaa kuntateoriaa pidemmälle
ja käyttää geometriaa kuntateorian yhdyskohtana.
Lehtinen
Lehtisen teoksesta olen tutkinut lähinnä euklidisen geometrian aksioomia ja
kuinka niitä voisi käyttää opetuksen apuna. En ole suoranaisesti lainannut mi-
tään Lehtisen teoksesta. Tämän pohjalta kuitenkin lähdin tutkimaan aksioomia
ja kuinka saisin ne lukiolaisen tasolle. Päädyin kuitenkin kirjoittamaan aksioo-
mat eri muodossa ja käytin niiden lähteenä Eukleideen elementtaa. Tämä kir-
ja on kuitenkin selventänyt minulle itselleni näiden aksioomien tarkoitusta ja
kuinka näitä voi käsitellä.
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Väisälä
Väisälän Geometria teos on ollut apunani tutkiessani janojen suhteita ja
verrantoja ja kuinka näiden avulla voidaan tutkia algebraa geometrisesti ja toi-
sinpäin. Teoksessa on keskitytty lukio-geometriaan kauttaaltaan. Tämän tutki-
muksen kannalta tärkeimmät kappaleet löytyvät kirjan sivuilta 68-135. Tässä
osiossa tutkitaan paljon janojen ominaisuuksia ja niiden suhteita. Olen valinnut
näistä lyhyen koosteen graduuni, jota hyödynnän opetellessamme tarvittavia
työkaluja kuution tilavuuden kahdentamiseen.
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Osa III
Euklidinen geometria
2 Valmiudet
Lähdemme tarkastelemaan aksiomaattista todistamista. Tämä vaatii opiske-
lijalta suuren harppauksen erilaiseen ajattelutapaan. Tästä syystä en suosittele
tätä materiaalia ennen lukion toista lukuvuotta. Suositeltava paikka tälle työlle
olisi analyyttisen geometrian kurssin jälkeen, tai aikaisintaan osana sitä. Ak-
sioomat eivät sinällään ole tärkeä osa-alue jatkossa. Mutta ne kertovat meille
millä välineillä meidän täytyy edetä, jos haluamme piirtää matemaattisesti hy-
väksyttävää geometriaa. Ne ovat siis alkeet kuinka voimme toimia geometriassa
matemaattisella tarkkuudella.
Lähdetään liikkeelle siitä, että voimme käyttää vain harppia ja kolmiovii-
vainta. Näitä kahta käyttämällä meidän pitäisi pystyä piirtämään mikä tahansa
geometrinen kuvio. Käydään lyhyesti läpi viisi Euklidisen geometrian aksioo-
maa joiden päälle tasogeometriamme perustuu. Näiden lisäksi voimme tehdä
jonkin lyhyen harjoituksen, kuinka näitä aksioomia käyttämällä voimme edetä
geometriassa eteenpäin.
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3 Aksioomat
3.1 Eukledeen aksioomat
Aksioomat ovat yleisesti hyväksyttyjä totuuksia. Näitä ei ole järkeä kyseen-
alaistaa, sillä aksioomia ei voi todistaa esimerkiksi toisista aksioomista, vaan ne
määräävät avaruuden, missä toimimme. Nämä aksioomat määrittävät Euklidi-
sen tasogeometrian, jolla toimimme yleensä matematiikassa. Eukleideen elemen-
tassa aksioomia on kutsuttu oletuksiksi (postulates). Ne ovat kuitenkin peruspi-
lareita joiden varaan tämä rakennetaan, joten käytän sanaa aksiooma mielum-
min. Näiden lisäksi Eukleides käytti monia määritelmiä ja propositioita joiden
varaan geometrian kehitti. Mielestäni alla olevat viisi aksioomaa ovat riittävät
meidän tarkasteluumme. [1]
3.1.1 Aksiooma 1
On mahdollista piirtää suora mistä hyvänsä pisteestä mihin hyvänsä pistee-
seen. [6]
Eli jos meillä on kaksi eri pistettä, näiden pisteiden kautta voidaan piirtää
suora vaikka ne olisivat kuinka lähellä tai kaukana toisiaan, kunhan nämä eivät
ole sama piste.
3.1.2 Aksiooma 2
On mahdollista jatkaa janaa jatkuvasti suoraksi. [6]
Eli voimme jatkaa janaa samaan suuntaan niin, että se ei taitu janan pää-
tepisteissä.
3.1.3 Aksiooma 3
On mahdollista piirtää ympyrä, jonka keskipiste on mikä hyvänsä ja keski-
pisteen ja kehän etäisyys mikä hyvänsä. [6]
Eli jos meillä on kaksi eri pistettä, voimme piirtää ympyrän niin, että toinen
näistä pisteistä on ympyrän keskipiste, ja toinen on kehän piste. Voimme myös
piirtää kuinka suuren tai pienen ympyrän tahansa, mihin tahansa tason kohtaan.
3.1.4 Aksiooma 4
Kaikki suorat kulmat ovat keskenään yhtä suuria. [6]
Eli voimme käyttää trigonometriaa. Tämä sitoo kaikki kulmat olemaan yh-
täsuuria, missä tahansa kohtaa avaruutta ne sijaitsevatkaan.
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3.1.5 Aksiooma 5
Jos suora, joka leikkaa kaksi muuta suoraa, synnyttää samalle puolelle itse-
ään kaksi sisäpuolista leikkauskulmaa, jotka ovat yhteensä vähemmän kuin kaksi
suoraa kulmaa, niin suorat, jos niitä rajatta jatketaan, kohtaavat toisensa sillä
puolen kolmatta suoraa, missä ovat kaksi mainittua kulmaa, jotka ovat yhteensä
vähemmän kuin kaksi suoraa kulmaa. [6]
Alla olevassa kuvassa suoran AB leikkaavat suorat AC ja BD. Näiden si-
säkulmat ovat 90◦ ja 70◦. Koska tämä on vähemmän kuin kaksi suoraakulmaa
(180◦), niin suorat AC ja BD leikkaavat suoran AB yläpuolella toisensa. Jos
taas nämä kaksi kulmaa olisivat suoria kulmia, niin suorat eivät koskaan leikkaisi
toisiaan.
Kuva 1: Aksiooma 5
3.1.6 Esimerkki
Sinulla on suora s ja piste c, joka ei ole suoralla s. Piirrä yksi tasakylkinen
kolmio, jonka pohja on suoralla s ja huippu pisteessä c.
Ratkaisu
Otetaan harpilla pituus, joka on suurempi kuin lyhin etäisyys pisteen c ja
suoran s välillä. Piirretään ympyrä tällä säteellä. Ympyrän ja suoran kaksi leik-
kaus pistettä ovat yhtä etäällä pisteestä c. Lopuksi piirretään tasakylkinen kol-
mio abc.
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Kuva 2: Ympyrä jonka keskipiste onC.
Kuva 3: Piirretään kolmio abc
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3.1.7 Tehtäviä
Tehtävissä tarkoitus on yllä olevia viittä aksioomaa käyttämällä saada ra-
kennettua pyydetyt konstruktiot ja todistamaan kyseinen meille tuttu totuus.
1. Sinulla on jana AB ja piste C. Piirrä tasasivuinen kolmio, jonka sivu on
pituus AB ja yksi kulma pisteessä C.
2. Sinulla on pisteet A ja B. Näistä toinen on kehän piste ja toinen ympyrän
keskipiste. Piirrä tämän ympyrän sisäpuolelle mahdollisimman suuri tasasivui-
nen kolmio.
3. Todista alla olevasta kuvasta, että kulmat α ja β ovat yhtä suuret.
Kuva 4: Tehtävä 3
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Osa IV
Janojen suhteita
Kolmioilla on useita erilaisia suhteita. Monet näistä esitetään eri muodoissa
lukio-opetuksessa tai ne selitetään pikaisesti yhdenmuotoisuuden ohessa. Tässä
muutama näistä verrannoista, joiden avulla voimme laskea kolmioiden suhteita
jatkossa. Hyödynnän näitä kuution tilavuuden kahdentamisessa, mutta mieles-
täni nämä ovat hyvä työkalu jota voi harjoittaa ilman suurempaa kokonaisuutta.
Ensiksi kuitenkin käydään nopeasti läpi kuinka voidaan piirtää yhdensuuntaisia
ja kohtisuoria suoria. Nämä tulevat meille tarpeeseen hyvin pian.
Yhdensuuntaisuus
Tarkoituksena on piirtää yhdensuuntainen suora suoran s kanssa, joka kulkee
pisteen B kautta. Valitaan jokin piste A suoralta s ja piirretään puolisuora
pisteen B kautta (Kuva 5).
Kuva 5: Suora s ja puolisuora AB
Piirretään ympyrä, jonka säde on AB ja keskipiste pisteessä B. Piirretään
tämän jälkeen toinen ympyrä samalla säteellä, jonka keskipiste on edeltävän
ympyrän kehän ja puolisuoran AB leikkauspisteessä. Nyt kahden ympyrän leik-
kauspisteistä D:n kautta kulkee yhdensuuntainen suora t (Kuva 6).
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Kuva 6: Yhdensuuntaiset suorat t ja s
Olemme siis saaneet muodostettua yhdensuuntaiset suorat. Voimme käyttää
tätä, kun jaamme janan n osaan. Toinen mahdollisuus on vain käyttää kolmio-
viivainta ajan käytön parantamiseksi. Tässä kuitenkin yksi hyvä esimerkki lisää,
mitä saamme tehtyä pelkkää harppia ja viivainta käyttämällä.
Kohtisuoruus
Kohtisuoruus on huomattavasti helpompi kuin yhdensuuntaisuus. Tämä on
jo saatu lähes kokonaan tehtyä, joten en tee sitä tässä uudestaan. Edeltävän
kappaleen tehtävissä 1 ja 2 teimme ympyröitä joiden leikkauspisteet ovat koh-
tisuorassa alun janaa vastaan. Kopioimalla kumpaa tahansa saamme helposti
kohtisuoran mille tahansa suoralle.
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4 Verrannot
Tarkoituksena on käyttää verrantoja havainnollistamaan kuinka voimme las-
kea aritmeettisia laskuja geometriaa käyttäen. Kun tiedämme kuinka yhden-
muotoiset kolmiot toimivat ja voimme käyttää suhdelukuja eri pituisten suorien
pituuksien tutkimisessa, saamme uuden tavan pureutua matematiikkaan.
Jos meillä on geometrisessa tasossa pituudet 1, a, b ja c, voimme näitä käyt-
tämällä piirtää pituuksia kuten x = a + b tai x = a − b. Käyttämällä hyväksi
janan a mittalukuja voimme piirtää x = na, tai x = an , kun n on kokonaislu-
ku. Näistä kolme ensimmäistä on itsestäänselvyyksiä. Pituuden jakaminen on
hieman vaikeampaa. Pituuden jako kolmeen on hyvä esimerkki aiheesta, joten
käytän tätä esimerkkitapauksena.
4.1 Esimerkki kolmeen jakamisesta.
Aluksi piirretään pituus AB, jonka haluamme jakaa. Piirretään kolme ym-
pyrää, joiden säde on pituus AB kuvan 7 mukaisesti. Eli yksi ympyröistä käyt-
tää keskipisteenään toista kahden edeltävän ympyrän leikkauspistettä. Lisätään
suorat AD ja BF kuvan 2 mukaisesti ja lopuksi suorat EF ja DE kuvan 3
mukaisesti.
Kuva 7: Esimerkki 2
16
Kuva 8: Esimerkki 2, apusuorat
Kuva 9: Esimerkki 2, jana jaettu osiin
Kuvassa 9 suorat EF ja DE jakavat janan AB kolmeen yhtäsuureen osaan.
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4.1.1 Esimerkki n osaan jakamisesta.
Janan AB jakaminen n osaan onnistuu seuraavalla tavalla. Esimerkissä käy-
tän kolmeen jakoa, mutta ympyröitä jatkamalla janan voi jakaa kuinka moneen
osaan tahansa.
1. Piirretään jana AB, jonka haluamme jakaa osiin.
2. Piirretään janan toisesta päätepisteestä puolisuora (BC).
3. Otetaan harpilla jokin säde (koko ei ole oleellinen) ja piirretään ympyrä
niin, että keskipiste on kohdassa B.
4. Jatketaan leikkauspisteestä D uusi ympyrä samalla säteellä.
5. Toistetaan sama n kertaa.
6. Piirretään jana viimeisestä leikkauspisteestä (tässä tapauksessa C) pistee-
seen A.
7. Yllä olevaa yhdensuuntaisuus esimerkkiä tai kolmioviivainta käyttämällä
piirretään yhdensuuntaiset suorat, jotka ovat piirrettyjen ympyröiden ja puoli-
suoran BC leikkauspisteissä.
Näin on saatu pituus jaettua n:ään yhtäsuureen osaan.
Kuva 10: Janan jako n osaan
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Näiden avulla voimme laskea vaikeampia verrantoja. Olen koonnut tähän
muutamia hyödyllisiä ja mielenkiintoisia verrantoja. [1]
4.2 Verrot
Käymme seuraavaksi läpi erillaisia vertoja. Nämä ovat myös loistava esi-
merkki siitä, miten geometriaa ja algebraa yhdessä käyttäen voimme havaita
kolmioiden eri suhteita. Tulemme myös tarvitsemaan näitä jatkossa kun todis-
tamme kuution tilavuuden kahdentamisen. Nämä on kuitenkin hyvä käsitellä
läpi, ja oppia ensin pelkkinä verrantoina mitä kaikkea voimme tehdä, ennen
kuin lähdemme käyttämään näitä suuremmissa kokonaisuuksissa.
4.2.1 Neljäsverto
1. x = bca on janojen a, b ja c neljäsverto. Tällöin on voimassa verranto a : b =
c : x (a:n suhde b:hen on sama kuin c:n suhde x:ään). Voimme piirtää tämän
verrannon kuten ennenkin, mutta tähän löytyy myös toinen tapa. Piirretään
aluksi pituus bc seuraavalla tavalla. [1]
Käytetään hyödyksi kolmioiden yhdenmuotoisuutta. Koska suuremman kol-
mion sisään muodostuva kolmio on yhdenmuotoinen suuremman kanssa (kkk),
niin sivujen pituuksien suhde täytyy säilyä. Eli c : bc = 1 : b⇐⇒ 1b = 1b .
Kuva 11: Sivujen suhteet säilyvät
Nyt saamme piirrettyä pituuden bca käyttämällä hyväksi pituutta bc ja teke-
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mällä samalla tavalla kolmion kuin yllä.
Kuva 12: Neljäsverto
4.2.2 Kolmasverto
x = b
2
a on janojen a ja b kolmasverto. Tällöin on voimassa verranto a : b =
b : x (a:n suhde b:hen on sama kuin b:n suhde x:ään). [1]
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Kuva 13: Kolmasverto
4.2.3 Keskiverto
x =
√
ab on janojen a ja b keskiverto. Tällöin on voimassa verranto a : x =
x : b (a:n suhde x:ään on sama kuin x:n suhde b:hen). Ensiksi piirretään pituus
ab. [1]
Kuva 14: Selvitetään ensin pituus ab
Nyt meillä on pituus ab, jota hyödyntämällä voimme piirtää alla olevan
kolmion. Jana BD pituus täytyy olla
√
ab.
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Kuva 15: Keskiverto
(AD)2 + (BD)2 = (AB)2 ⇐⇒ a2b2 + ab = (AB)2
(CD)2 + (BD)2 = (BC)2 ⇐⇒ 1 + ab = (BC)2
(AB)2 + (BC)2 = (AC)2 ⇐⇒ (a2b2 + ab) + (1 + ab) = (ab+ 1)2
a2b2 + 2ab+ 1 = a2b2 + 2ab+ 1
4.2.4 Muut verrot
Tässä kolme muuta mielenkiintoista verrantoa, jos haluaa tutkia näitä lisää.
En itse paneudu näihin tämän enempää.
· x = √a2 + b2 on sen suorakulmaisen kolmion hypotenuusa, jonka kateetit
ovat a ja b (pythagoraan lause).
· x = √c2 − a2 on sen suorakulmaisen kolmion kateetti, jonka toinen kateetti
on a ja hypotenuusa on c.
· x = a√n on janojen a ja na keskiverto, sillä nyt voidaan kirjoittaa x =√
a · na. Erityishuomiona x = a√2 on 90◦ kaaren jänne, kun säde on a. [1]
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4.3 Kultainen leikkaus
Kultainen leikkaus on mielestäni erittäin mielenkiintoinen aihe, josta pystyi-
si kirjoittamaan erittäin laajasti. Olen kuitenkin yrittänyt pysyä aiheessani ja
tutkia kultaista leikkausta vain geometrisessa mielessä ja vain verrantojen avul-
la. Ajatuksena on käyttää kultaista leikkausta esimerkkinä jatkossa tulevaan
kuution tilavuuden kahdentamiseen. Tässä näkyy mielestäni hyvin, kuinka geo-
metriaa voi käyttää ovelalla tavalla hyödyksi. Vaikkakin aihe on kiinnostava ja
auttaa jatkossa, tämä on silti yksi mahdollinen aihe, jonka voi kiireen yllättäessä
jättää välistä, sillä tätä kappaletta ei suoranaisesti tarvitse myöhemmin. Tarkoi-
tuksena on kuitenkin tehdä jotakin mielenkiintoista ja hauskaa nuorten kanssa
ja mielestäni kultainen leikkaus on yksi todella kiinnostava aihe matematiikassa.
Verrannoista yksi erinomainen esimerkki on siis kultainen leikkaus. Piirre-
tään suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat pituuksiltaan a ja a2 .
Kuva 16: Kultainen kolmio
Otetaan harpilla pituudeksi BC ja valitaan ympyrän keskipisteeksi C. Nyt
piirretään kaari joka alkaa pisteestä B ja päättyy hypotenuusalle AC. Seuraa-
vaksi piirretään toinen kaari niin, että keskipisteenä on piste A, ja kaari al-
kaa hypotenuusalla olevasta pisteestä D eli siitä mihin edellinen kaari päättyi.
Seuraavaksi piirretään kaari pisteestä D kateetille AB. Nyt piste E jakaa ka-
teetin AB kahteen osaan. Näiden kahden osan suhde on kultainen leikkaus, eli
AE
EB =
1+
√
5
2 . Tämä on helppo laskea pythagoraan lauseella. Hypotenuusan pi-
tuus on c = a−x+ a2 = 3a2 −x. Tästä saamme laskettua, pythagoraan lauseella:
a2 +
a2
4
= (
3a
2
− x)2
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5a2
4
=
9a2
4
− 3ax+ x2
x2 − 3ax+ a2 = 0
x =
3a±√9a2 − 4a2
2
=
3a± a√5
2
=
a(3−√5)
2
Viimeinen tulee siis siitä, että x on pituus, joka on pienempi kuin a, joten
plus merkki ei käy tässä tapauksessa.
Toinen tapa laskea kyseinen lasku ilman toisen asteen ratkaisukaavaa on:
c = a− x+ a
2
=
3a
2
− x
c2 = a2 + (
a
2
)2 =
5a2
4
c =
a
2
√
5 =
3a
2
− x
x =
3a
2
− a
2
√
5 =
a(3−√5)
2
Nyt laskemme vielä suhteen a−xx .
a− a( 3−
√
5
2 )
a( 3−
√
5
2 )
=
1− 3−
√
5
2
3−√5
2
=
2− 3 +√5
3−√5 =
(−1 +√5)(3 +√5)
(3−√5)(3 +√5)
−3−√5−+3√5 + 5
9− 5 =
2 + 2
√
5
4
=
1 +
√
5
2
Tämä voidaan myös piirtää tasakylkisellä kolmiolla, jonka suhteet ovat:
b = a
2
a+b , b on pohjan pituus ja a on kyljen pituus. Tästä lisää alla tehtäviä
osiossa. [5]
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4.4 Tehtäviä
Tehtävässä 4 on kaksi versiota. Ideana on löytää jokaiselle oman tasoisensa
vaihtoehto.
4. Piirrä x = bca , kun tunnet pituudet 1, a, b ja c. Vaihtoehtona piirrä x =
35
6 ,
kun tunnet pituudet 1, 3, 72 ja 5.
5. Todista alla olevalla tasakylkisellä kolmiolla, että se on kultainen kolmio
(eli sen sivujen suhde on 1+
√
5
2 ), kun b =
a2
a+b .
Kuva 17: Tehtävä 5
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Osa V
Kuution tilavuuden kahdentaminen
5 Historia
Kuution tilavuuden kahdentaminen on antiikin kreikkalainen ongelma, jo-
ka syntyi noin vuonna 400 ekr, kun Ateenassa puhkesi ruttoepidemia. Kerro-
taan, että ateenalaiset lähettivät Deloksen Apollo-oraakkelin luo lähetystön ky-
symään, miten rutto voitetaan. Oraakkeli vastasi, että Apollon kuutionmuotoi-
nen alttari on kahdennettava. Ateenalaiset kaksinkertaistivat kuuliaisesti altta-
rin mittasuhteet, mutta se ei tehonnut ruttoon. Syy oli luonnollisesti siinä, että
alttarin tilavuus oli kasvanut kahdeksankertaiseksi eikä kaksinkertaiseksi. Le-
gendan mukaan tämä on kuution kahdentamisen ongelman synty. Sitä alettiin
kutsua myös nimellä Deloksen probleema. Sen mukaan harpilla ja viivoittimel-
la on piirrettävä sellainen kuution särmä, jonka tilavuus on kaksi kertaa annetun
kuution tilavuus. Kun rutto ei laantunut, ateenalaiset päättivät kysyä neuvoa
Platolta. Plato kertoi mikä alttarin rakentamisessa oli mennyt vikaan ja antoi
ongelman Eudoksos Knidoslaiselle, Arkhytas Tarentumilaiselle ja Menaikhmok-
selle. Nämä osasivat ratkaista ongelman numeerisesti, mutta ongelmaan ei saa-
tu geometrista ratkaisua. Tehtävä jäi elämään ja askarrutti matemaatikoita yli
kaksituhatta vuotta.
Eräs näistä ratkaisuista on nimeltään Neusis konstruktio. Esittelen tämän
konstruktion seuraavassa kappaleessa. Matemaatikot eivät kuitenkaan hyväksy-
neet neusis konstruktiota tapana ratkaista ongelmaa ja ongelmalle yritettiin löy-
tää geometrinen tapa ratkaista se. Ranskalainen matemaatikko Pierre Wantzel
todisti vuonna 1837, ettei ongelmaa voi ratkaista harpilla ja viivaimella. [4][9]
26
6 Neusis konstruktio
Ongelmaan oli tiedossa niin kutsuttu neusis ratkaisu, jossa käytettiin hyväk-
si viivainta, johon oli piirretty apupiste. Tämän avulla pystyttiin piirtämään
3
√
2 pituinen sivu. Matemaatikot eivät tietenkään hyväksyneet tätä menetelmää
eksaktina tapana ja ongelmaa pidettiin yhä ratkaisemattomana. Tässä silti ly-
hyt esitelmä kuinka ratkaisuun päästään tällä tavoin. Uskon tämän auttavan
nuoria ymmärtämään mitä matematiikassa pidetään eksaktina ja mitä ei. Tä-
män lisäksi neusis konstruktio voi opettaa ajattelemaan erilaisin tavoin ja nä-
kemään laajemmin ongelman ratkaisua. Opettajalle kuitenkin huomautuksena,
että kannattaa olla valmis vastaamaan opiskelijoiden kysymyksiin miksi tämä ei
ole eksaktia matematiikkaa. Kuten jos piirrämme pisteen viivaimeen, niin piste
on oikeastaan pieni täplä. Eli emme saa eksaktia arvoa tälle kyseiselle pisteelle,
saamme vain likiarvon.
6.1 Ratkaisu
Kuva 18: Neusis konstruktio pituudelle 3
√
2
Merkitse viivaimeen pituus GH, eli kuvan tapauksessa 1, niin että viivaimen
alareuna on toinen päätepiste ja värjätty kohta viivaimesta on toinen pääty.
Tämä pituus siis tulee myöhemmin olemaan pituus GH.
Piirrä tasasivuinen kolmio ABC, jonka sivun pituus on 1 (jos sivun pituus
olisi jokin muu kuin 1, tulisi 3
√
2 kerrotuksi tällä luvulla).
Kaksinkertaista sivun AB pituus pisteeseen D.
Jatka suoraa BC suoraksi BE.
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Jatka suoraa DC suoraksi DF .
Pistä nyt merkitty viivain niin, että se kulkee pisteen A kautta, viivaimen
alareuna on suoralla CE ja merkitty piste on suoralla CF .
Piirrä suora AH.
Nyt siis pituus GH on 1.
Tällöin pituus AG täytyy olla 3
√
2. Tämän voi helposti tarkistaa kolmiokaa-
voilla.
Näin ollen saamme rakennettua sivun, jonka pituus on 3
√
2.
Tästä jatkamalla voimme rakentaa kuution, jonka tilavuus on kaksikertaa
suurempi. [4][8]
6.2 Päätelmä
Neusis konstruktio ei tietenkään ole matemaattisesti pitävä todiste. Tämä
konstruktio ei täytä matematiikan ekstaktia olemusta. Tämä konstruktio kuiten-
kin osoittaa, kuinka pienellä, mutta näppärällä idealla pääsemme ratkaisemaan
muuten mahdotonta ongelmaa.
7 Kuution tilavuuden kahdentaminen
Oletetaan, että meillä on jana, jonka pituus on kuution sivun pituus. Onko
mahdollista rakentaa tämän avulla toinen jana, jonka pituus olisi tilavuudeltaan
kaksinkertaisen kuution sivun pituus?
Nyt uuden kuution sivun pituus pitää olla verrannollinen 3
√
2 suhteessa alku-
peräiseen kuution sivuun. Eli ongelmana on vain päätellä onko luku 3
√
2 raken-
nettavissa. Tarvitsemme nyt useita aputuloksia, joiden avulla pääsemme tut-
kimaan, onko tälläinen pituus mahdollista rakentaa vain harppia ja viivainta
käyttämällä. Osa näistä aputuloksista, eli lemmoista, on käsitelty jo yllä luvus-
sa verrantoja. Olen suomentanut ensiksi kaikki tarvittavat lemmat ja lauseet.
Osa aiheista ovat hyvin vaativia lukiolaiselle, ja näitä asioita kannattaa pohtia
rauhassa ilman kiirettä.
Suurin ongelma näissä tuloksissa on ollut termit kunta, ja kuntalaajennos.
Näitä kahta hyödynnetään jatkuvasti, joten määritelen näistä toisen seuraavak-
si, ja toisen myöhemmin. Käytämme näitä kuitenkin vain kuution tilavuuden
kahdentamiseen, eli tutkin kuntia vain kun ne ovat reaalilukujen osajoukkoja.
[7]
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7.1 Kunta
Tulemme jatkossa tarvitsemaan termiä kunta, joten määritellään nyt termi kun-
ta ja hieman myöhemmin termi kuntalaajennos.
Olkoon F jokin reaalilukujen R osajoukko eli se on jokin joukko lukuja, jotka
kaikki sisältyvät reaalilukuihin. Nyt F on Kunta, jos se toteuttaa seuraavat kaksi
ehtoa.
(1) F on suljettu peruslaskutoimituksilla (yhteen-, vähennys-, kerto ja ja-
kolaskulla). Eli mikä tahansa näistä laskutoimituksista kahden joukon F luvun
kesken antaa meille luvun, joka on joukossa F .
(2) Alkio 1 kuuluu joukkoon F . Tämä varmistaa, ettei joukko voi olla tyhjä
joukko tai pelkkä alkio nolla. [3]
7.2 Tehtäviä
Tehtävien tarkoitus on auttaa opiskelijoita ymmärtämään mikä on kunta. Jos
tämä on jo hallinnassa, niin nämä tehtävät voi ohittaa.
6. Onko kaikkien parittomien kokonaislukujen joukko kunta?
7. Kunta F on reaalilukujen osajoukko. Kunnassa F on luvut 0 ja 1. Nimeä
ainakin viisi muuta alkiota, mitkä kuuluvat kuntaan F .
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7.3 Lemma 1a
Tunnemme janat pituuksiltaan 1, a ja b. Näillä tiedoilla on mahdollista ra-
kentaa janat, joiden pituudet ovat a + b, a − b (kun a > b), ab ja ab jos b 6= 0.
[3]
Todistus
Tämä lemma on jo käsitelty aikaisemmin kappaleessa 4.
7.4 Lemma 1b
Tunnetaan janat, joiden pituudet ovat 1 ja a. Jana, jonka pituus on
√
a,
voidaan konstruoida. [3]
Todistus
Ks. kpl 4.2.3.
7.5 Kuntalaajennos
Olemme yllä todenneet, että voimme konstruoida pituuden
√
a, (a ∈ R). Kun-
talaajennos on kunta, jossa alkuperäiseen kuntaan on lisätty jokin tai joitakin
lukuja. Seuraavaksi tutkimme, onko joukko, jossa on mukana laskutoimitus ne-
liöjuuri tällainen kuntalaajennos kunnasta F .
7.6 Lemma 1c
Jos F on kunta ja k ∈ F, k > 0, niin F (√k) on myös kunta. [3]
Todistus
Yllä määrittelimme millainen joukko on kunta. Käytetään nyt näitä ehtoja, ja
tutkitaan onko F
√
k kunta.
Koska 1 ∈ F , niin 1 ∈ F (√k). Meidän tarvitsee vain osoittaa nyt, että
summa, erotus, tulo ja osamäärä kunnan F
√
k termeillä ovat yhä kunnassa
F
√
k. Eli kunnan termit ovat tyyppiä A+B
√
k, missä A,B ∈ F . [3]
Termien summa ja erotus:
(a+ b
√
k)± (c+ d
√
k) = (a± c) + (b± d)
√
k
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Termien tulo:
(a+ b
√
k)(c+ d
√
k) = (ac+ bdk) + (ad+ bc)
√
k
Termien osamäärä:
a+ b
√
k
c+ d
√
k
=
a+ b
√
k
c+ d
√
k
· c− d
√
k
c− d√k =
(
ac− bdk
c2 − d2k
)
+
(
bc− ad
c2d2k
)√
k
Saimme siis kaikki eri tapaukset haluttuun muotoon, mutta meidän pitää
vielä tarkastella tilanteita, missä jokin jakajista olisi ollut 0. Oletuksemme mu-
kaan c+d
√
k 6= 0 sillä muussa tapauksessa tutkisimme alkuperäisen kunnan mui-
ta termejä. Jos taas c−d√k = 0, niin silloin c+d√k−0 = c+d√k−(c−d√k) =
2d
√
k 6= 0. Joten d 6= 0, mutta nyt c = d√k eli √k = cd ∈ F ja alkuperäinen
osamäärä olisi kunnassa F ja näin ollen myös kunnassa F
√
k. Olemme siis todis-
taneet, että tutkimamme termit ovat kaikki joukossa F (
√
k), joten tämä joukko
F (
√
k) on kunta. [3]
7.7 Tehtävä
8. Tarkista termien erotus geometrisesti. Pituudet 1, a, b, c, d ja k tunnetaan.
(Jos opiskelijat haluavat konkreettisia lukuja käytä lukuja a = 5, b = 4, c = 3,
d = 2 ja k = 5)
Eli piirrä pituus (5− 3) + (4− 2) · √5.
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7.8 Konstruoitavissa oleva luku
Olemme yllä todenneet, että mikä tahansa rationaaliluku on konstruoitavissa, ja
jokainen luku, joka voidaan laskea rationaaliluvuista äärellisellä määrällä perus-
laskutoimituksia sekä neliöjuuria, on myös konstruoitavissa. Esimerkiksi luku√√
6 +
√
1 + 2
√
7 on konstruoitavissa, sillä voimme rakentaa seuraavanlaisen
sarjan lukuja.
7,
√
7,
√
7 +
√
7 = 2
√
7, 1, 1 + 2
√
7,
√
1 + 2
√
7,
6,
√
6,
√
6 +
√
1 + 2
√
7,
√
√
6 +
√
1 + 2
√
7.
Kuva 19: Voimme piirtää halutun pituuden
[3]
7.9 Lemma 1d
Luku on konstruoitavissa, jos on olemassa äärellinen jono kuntia Q = F0 ⊂ F1 ⊂
F2 ⊂ . . . ⊂ FN , missä a ∈ FN ja siten, että jokaiselle j, 0 < j < N − 1, Fj + 1
on olemassa kuntalaajennos Fj . [3]
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Todistus
Induktiolla voimme todistaa kohdanN . JosN = 0 niin a on rationaaliluku, ja on
siis konstruoitavissa. Nyt oletetaan, että lemma on tosi kun N = R, ja voimme
osoittaa sen kun N = R + 1. Jos a ∈ FR + 1, niin a voidaan kirjoittaa tavalla
ar + br
√
kr missäar, br, kr ∈ Fr. Induktio oletuksesta seuraa, että ar, br, kr ovat
kaikki konstruoitavissa. Ja siten lemman 1a ja 1b mukaan a = ar + br
√
kr on
konstruoitavissa. [3]
Sivuhuomautuksena:
Jos opiskelijat tuntevat jo induktion, niin tässä todistuksessa ei ole mitään
erikoista. Lukion opetussuunnitelmassa ei ole erikseen mainittu induktiota, mut-
ta se on tarpeen sarjojen opettelussa [2]. Jos he eivät tunne induktiota, niin jätän
tämän opettajan päätettäväksi. Joko kiertää induktion toteamalla, että jos ky-
seisen tuloksen olettaa toimivaksi, niin se ikään kuin itse todistaa itsensä. Toinen
vaihtoehto on käydä tässä vaiheessa induktio läpi jollakin helpolla esimerkillä.
Aritmeettinen sarja on luultavasti helpoin työkalu tehdä tämä. Toinen ongelma
on sana konstruoitavissa. Tämä on helposti kierrettävissä sanalla piirrettävissä
tai rakennettavissa.
7.10 Lemma 1e
Jokainen suora kunnassa F voidaan ilmaista yhtälöllä, joka on muotoa ax+by+
c = 0, missä a, b ja c ovat kaikki kunnan F alkioita. Jokainen ympyrä kunnassa
F voidaan ilmaista yhtälöllä, joka on muotoa x2 + y2 + ax+ by + c = 0, missä
a, b ja c ovat kunnan F alkioita. [3]
Todistus
Suoran tapauksessa olkoon (x1, y1) ja (x2, y2) kaksi pistettä haluamallamme
suoralla ja olkoon nämä pisteet kunnan F tasossa.
Jos x1 = x2 niin suoran yhtälössä x = x1 = x2 eli ax = −c− by1 = −c− by2.
Näin ollen a = 1, b = 0 ja c = −x. Ja tämä on haluamaamme muotoa.
Jos taas x1 6= x2 niin saamme yhtälön
y − y1
x− x1 =
y2 − y1
x2 − x1 ,
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tästä saamme yhtälön
(y2 − y1)x+ (x1 − x2)y + (y1x2 − x1y2) = 0.
Ja tämä on haluamaamme muotoa (ax+ by + c = 0).
Ympyrän tapauksessa olkoon ympyrän keskipiste (x1, y1), jokin kehän piste
(x2, y2), ja nyt molemmat pisteet ovat kunnan F tasossa. Näin saamme yhtälön
(x− x1)2 + (y − y1)2 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
x2 + y2 + (−2x1)x+ (−2y1)y + 2(x2x1 + y2y1) = 0.
Tämä on myös haluamaamme muotoa. [3]
7.11 Lemma 1f
Jos kaksi suoraa ovat kunnassa F , niin niiden leikkauspiste on kunnassa F . Leik-
kauspisteet suoralle F :ssä ja ympyrälle F :ssä kuin myös leikkauspisteet kahdelle
ympyrälle F :ssä ovat joko kunnassa F , tai jossakin F :n kuntalaajennoksessa. [3]
Todistus
Kahden suoran leikkaus tasossa F :
a1x+ b1y + c1 = 0
a2x+ b2y + c2 = 0
Missä kaikki kertoimet ovat lemman 1e nojalla F :ssä. On selvää että tähän
riittää tutkia rationaalisia laskutoimituksia, joten x:n ja y:n ratkaisut ovat F :ssä.
Joten myös (x, y) ∈ F .
Koska suorassa molemmat kertoimet eivät voi olla 0 niin riittää katsoa ta-
paukset a1 6= 0 ja a1 = 0.
Jos a1 6= 0 niin:
a1x+ b1y + c1 = 0‖ : a1
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x+
b1
a1
y +
c1
a1
= 0‖ − c1 + b1y
a1
x = −c1 + b1y
a1
Sijoitetaan tämä alempaan yhtälöön niin saamme:
−a2 c1 + b1y
a1
+ b2y + c2 = 0
y(b2 − a2b1
a1
) + c2 − a2c1
a1
= 0
y(b2 − a2b1
a1
) = −c2 + a2c1
a1
‖ · a1
y(a1b2 − a2b1) = −a1c2 + a2c1‖ : (a1b2 − a2b1)
y =
−a1c2 + a2c1
a1b2 − a2b1
Tämä kuuluu kuntaan F . Jos nyt sijoittaisimme y:n aiempaan yhtälöön sai-
simme x:n ratkaistua. Taas havaitaan, että x kuuluu kuntaan F , sillä kaikki x:n
kertoimet ovat kunnan F termejä.
Sitten tapaus a1 = 0:
b1y + c1 = 0
y = −c1
b1
Sijoitetaan taas toiseen yhtälöön ja saamme:
a2x− b2 c1
b1
+ c2 = 0
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a2x = b2
c1
b1
− c2
x =
b2c1
a2b1
− c2
a2
Eli leikkauspisteiden koordinaatit ovat kaikki kunnan F termejä, joita on
kerrottu ja jaettu toisillaan.
Tapauksessa Suora ja ympyrä:
a1x+ b1y + c1 = 0
x2 + y2 + a2x+ b2y + c2 = 0
Missä taas kaikki kertoimet ovat F :ssä. Koska a1 ja b1 eivät voi molem-
mat olla 0, niin ensimmäistä yhtälöä voidaan käyttää apuna ratkaistessa toista
yhtälöä. Voimme siis ratkaista yhtälöistä y:n
y = −c1
b1
− a1
b1
x.
Kun tämä sijoitetaan alempaan yhtälöön saamme x:lle toisenasteen yhtälön,
jonka ratkaisut ovat tasossa F . Ratkaisut x:lle ovat muotoa A ± B√k, missä
A,B, k ∈ F ja k ≥ 0, sillä muuten suora ei leikkaa ympyrää. Jos taas laskemme
yhtälön toista kautta ja ratkaisemme ensin x:n ja sijoitamme tämän alempaan
yhtälöön saamme y:lle ratkaisuiksi A1±B1
√
k. Siis molemmat pisteet sijaitsevat
kunnassa F kun k ∈ F , tai kuntalaajennoksessa F√k, jos k /∈ F . Jos k = 0 niin
meillä on vain yksi piste ja tämä piste on tasossa F . [3]
Kahden ympyrän tapauksessa:
x2 + y2 + a1x+ b1y + c1 = 0
x2 + y2 + a2x+ b2y + c2 = 0
Nämä yhtälöt voidaan laskea alekkain vähentämällä alempi yhtälö ylemmäs-
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tä. Tulos on yhtälö, jonka kaikki kertoimet ovat tasossa F . Tästä saa lopputu-
lokseksi:
(a1 − a2)x+ (b1 − b2)y + (c1 − c2) = 0
Kuva 20: Erilaisia leikkauspisteitä
7.12 Lemma 2
Oletetaan, että F(
√
k) on kuntalaajennos kunnasta F . Jos 3
√
2 kuuluu F(
√
k)
niin 3
√
2 kuuluu kuntaan F itseensä. [3]
Todistus
3
√
2 voidaan kirjoittaa tavalla a + b
√
k, missä a, b, k ∈ F , √k /∈ F . Haluamme
osoittaa, että b täytyy olla 0.
2 = (a+ b
√
k)3
= a3 + 3a2b
√
k + 3ab2k + b3k
√
k
= [a3 + 3ab2k] + [3a2b+ b3k]
√
k
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Nyt 3a2b+ b3k täytyy olla 0 sillä muutoin voisimme ratkaista
√
k, joka olisi
osa kuntaa F , koska 2 kuuluu kuntaan F . Mutta nyt meillä olisi myös:
(a− b
√
k)3 = [a3 + 3ab2k]− [3a2b+ b3k]
√
k = 2.
Tällöin meillä olisi toinenkin neliöjuuri luvulle 2, nimellisesti a−b√k . Koska
funktio y = x3 on aidosti kasvava, on mahdollista olla vain yksi aito neliöjuuri
luvulle 2. Tämä pakottaa b:n olemaan 0. [3]
7.13 Lause 1.
Seuraavat lauseet ovat yhtäpitäviä: (i) Luku voidaan konstruoida (ii) On ole-
massa äärellinen jono kuntia Q = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ FN , missä a∃ ∈ FN .
Tämän lisäksi ∀j, 0 < j < N − 1, Fj + 1 on kuntalaajennos kunnasta Fj . [3]
Todistus
(ii) (i) Ks. lemma 1d
(i) (ii) Oletetaan, että meillä on kaksi pistettä, (0, 0) ja (1, 0) karteesises-
sa koordinaatistossa. Nyt voimme piirtää janan pituudella |a|. On selvää, että
voimme käyttää tätä janaa, pistettä (0, 0) ja suoraa pisteiden (0, 0) ja (1, 0)
kautta rakentamaan pisteen (a, 0). Kutsumme tätä pistettä P :ksi. Riittää siis
näyttää, että P kuuluu kuntaan FN . FN on kuntalaajennos, joka on saatu jo-
nolla kuntalaajennoksia Q:sta.
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Kuva 21: Pituus |a| voidaan ratkaista
Nyt P :n rakentaminen tarvitsee äärellisen määrän rakennelmia. Eli voim-
me piirtää vain äärellisen määrän erilaisia rakennelmia näiden pisteiden kautta.
Kun olemme piirtäneet näitä rakennelmia, voimme taas piirtää lisää rakennel-
mia vain äärellisen määrän niin, että näillä rakennelmilla on kiinnekohdat aiem-
min piirrettyjen rakennelmien kanssa. Listaamme kaikki tällä tavoin rakennetut
pisteet järjestykseen missä pisteet, jotka päätyvät samaan myöhäisempään pis-
teeseen voivat olla missä tahansa järjestyksessä. Piste P on tällä listalla M :s
piste. Jätetään pois kaikki pisteet P :n jälkeen (joita olisi voinut olla vain sellai-
set pisteet jotka päätyvät samaan lopputulokseen kuin P ). Meillä on nyt jono
P1, P2, ..., PM − 1, PM . Lause on yhtäpitävä seuraavan väitteen kanssa: On ole-
massa kunta F , jonka saa laajentamalla kuntaa Q jonolla kuntalaajennoksia
siten, että P1, P2, . . . , PM ovat kaikki tasossa F . Koska P1 ja P2 täytyy olla
kaksi annettua pistettä (0, 0) ja (1, 0), mitkä ovat tasossa Q. Väite on tosi, jos
M = 1 tai M = 2. Jotta saamme todistettua, että se on tosi millä tahansa
M . Muistetaan, että rakennelmaan PM kuuluu vain muita rakennelmia, jotka
on rakennettu käyttäen jonkun alijoukon P1...PM−1 pisteitä ja näin ollen ovat
induktion mukaan joitakin kunnan F pisteitä. Kunta F taas on kuntalaajennus
alkuperäiskunnasta Q. Mutta nyt Lemman 1f mukaan PM on joko tasossa F tai
F
√
k jollakin arvolla k ∈ F ja √k /∈ F. Kummassakin tapauksessa PM ja sitä
edeltävät Pi:t ovat kaikki haluttua tyyppiä olevan kunnan tasossa. [3]
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7.14 Lause 2.
On mahdotonta kahdentaa kuution tilavuutta.
Todistus
Kuten jo mainittiin, kuution tilavuuden kahdentaminen on ekvivalenttia pituu-
den 3
√
2 konstruoimiselle. Jos 3
√
2 olisi konstruoitavissa, niin lauseen 1 mukaan
olisi olemassa jono kuntia Q = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ FN , missä jokainen kunta
olisi laajennos edellisestä siten, että 3
√
2 ∈ FN . Toistuva lemman 2 käyttö sel-
västi sanoo, että 3
√
2 ∈ Q mikä on ristiriidassa 3√2 irrationaalisuuden kanssa.
Siispä lukua 3
√
2 ei voida konstruoida geometrisesti. [3]
7.15 Tehtäviä
Viimeiset kaksi tehtävää, huomioi milloin nämä käydään läpi.
9. Oletetaan, että M ja N ovat luonnollisia lukuja. Osoita, että jos M
√
N
on rationaaliluku (eli se voidaan ilmaista murtolukuna) niin sen täytyy olla
kokonaisluku. Todista tämän jälkeen, että
√
2 on irrationaaliluku.
10. Voiko kuution koon kolminkertaistaa yllä käytetyin geometrisin keinoin?
[3]
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Osa VI
Lopuksi
Olemme nyt käyneet läpi kuinka geometriassa voidaan rakentaa erilaisia kon-
struktioita lukion oppimäärän taidoilla. Aiheesta voisi jatkaa esimerkiksi muilla
kreikkalaisilla ongelmilla, kulman jakamisella kolmeen osaan tai piin irrationaa-
lisuudella, eli voiko piirtää neliön, jolla on sama piiri kuin ympyrällä. Aiheesta
voisi myös lähteä toiseen suuntaan ja lähteä vain tutkimaan esimerkiksi mitä
muuta näin käytetyt verrannot voivat opettaa geometriasta, tai syventää näi-
tä tietoja ja lähteä tutkimaan kuntia ja kuntateoriaa geometrian pohjalta. Olen
kuitenkin pyrkinyt vain tutkimaan lyhyesti miten pääsemme määränpäähämme,
eli kuution tilavuuden kahdentamiseen mahdollisimman vähällä yliopistomate-
matiikalla.
Mielestäni tässäkin, kuten monessa asiassa, itse matka on ollut tärkeämpi
kuin määränpää. Lähdin tutkimaan kuution tilavuuden kahdentamista ja pää-
dyin tutkimaan kuinka voisin opettaa aihetta ja siihen liittyvää matematiikkaa.
8 Opetussuunnitelma
Lukion opetussuunnitelmassa sanotaan, että opiskelijaa pitäisi innostaa luoviin
ratkaisuihin. Mielestäni geometriset ratkaisut algebrallisiin asioihin on yksi lä-
hestymistapa, mitä pitäisi avata enemmän. Näin opiskelijoille tulisi parempi tie-
to molemmista matematiikan alalajeista. Geometrian sisällöissä halutaan, että
opiskelija harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja käyttämään geometris-
ta tietoa käsitteleviä lauseita. Graduni tukee tätä mielestäni ja varsinkin alun
Euklidinen geometria on täynnä perustelemista ja geometrian alustavia lausei-
ta. Geometrian kurssilla oppilaan on myös tarkoitus oppia ratkaisemaan geo-
metrisia ongelmia käyttäen hyväksi kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuksia ja
yhdenmuotoisuutta. Nämä taidot harjaantuvat tämän lisämateriaalin opiskelun
yhteydessä. Tämän lisäksi analyyttisen geometrian päätavoitteena on, että opis-
kelija ymmärtää geometrian ja algebran välisen yhteyden. Kappaleessa verran-
not tullaan tähän ja tutkitaan eri tavalla algebran ja geometrian yhdyskohtia.
Toivottavasti tämä luomani kooste auttaa siis näiden asioiden oppimisessa. [2]
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9 Tehtävien ratkaisut
Kaikkien tehtävien mallivastaukset.
1. Ota harpin leveydeksi pituus AB. Piirrä tällä pituudella ympyrä, jonka
keskipiste on pisteessä c. Piirrä ympyrän kehältä jostakin pisteestä uusi ympyrä,
jonka säde on sama kuin edellisen. Piirrä vielä kolmas ympyrä niin, että sen kes-
kipiste leikkaa molempien ympyröiden kehän. Piirrä jana AB leikkauspisteiden
väliin.
Kuva 22: Ratkaisu tehtävään 1
2. Piirretään aluksi haluttu ympyrä. Käytetään samaa harpin leveyttä ja
piirretään toinen samanlainen ympyrä niin, että ympyrän keskipiste on jokin
alkuperäisen ympyrän kehän piste (Kuva 23). Seuraavaksi piirretään kaksi ym-
pyrää joiden keskipisteet ovat edellisten ympyröiden kehien leikkauspisteet (C
ja D) ja säde on näiden pisteiden välinen etäisyys (etäisyys CD) (Kuva 24).
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Kuva 23: Ratkaisu tehtävään 2, kuva 1
Kuva 24: Ratkaisu tehtävään 2, kuva 2
Viimeiseksi piirretään kolmio, jonka päätepisteet ovat pisteet C,D ja E (Ku-
va 25).
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Kuva 25: Ratkaisu tehtävään 2, kuva 3
3. Piirretään aluksi suora, joka tekee suorankulman x-akselin suuntaisen
suoran kanssa ja leikkaa kahden edeltävän suoran leikkauspisteessä. Nyt tie-
dämme, että suorat CD ja EF muodostavat 4 suoraa kulmaa. Kukin näistä
on 90◦ aksiooman 4 mukaan. Nyt α + γ = 90◦ ja β + δ = 90◦, mutta myös
α+90◦ + δ = 180◦ ja β +90◦ + γ = 180◦. Eli α− 90◦ = −γ = −δ. Joten γ = δ.
Siispä α+ γ = β + γ ⇐⇒ α = β.
Kuva 26: Ratkaisu tehtävään 3
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4. Käytetään vain yllä olevia tietoja hyväksi. Täsmälleen sama tehtävä kuin
neljäsverto. Aluksi piirretään kolmio jolla saamme tietää pituuden bc.
Kuva 27: Tehtävä 4, kuva 1
Seuraavaksi piirrämme kolmion, jolla saamme pituuden bca .
Kuva 28: Tehtävä 4, kuva 2
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5. Kolmiot ABC ja ACD ovat yhdenmuotoisia (kkk). Näiden sivujen suhteet
täytyvät siis olla yhtä suuret. ab =
b
1 . Eli b
2 = 1 · a.
Kuva 29: Tehtävä 5
Nyt ab =
b2
b = b. Siispä sivujen
a
b suhde on b. Eli meidän tarvitsee vain
todeta, että b:n pituus täytyy tässä kolmiossa olla 1+
√
5
2 .
b =
a2
a+ b
=
b4
b2 + b
b4 = b3 + b2
b2(b2 − b− 1) = 0
Lasketaan toisenasteen yhtälö b:lle. Miinusmerkki ei käy, sillä pituus ei voi
olla negatiivinen.
1±√1 + 4
2
=
1 +
√
5
2 
6. Ei. 1 + 3 = 4. Saimme heti termin, joka ei kuulu kuntaan peruslaskutoi-
mituksella.
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7. 1 + 1 = 2, 0− 1 = −1, 1 + 2 = 3, 3 · 2 = 6, 16 ja 16 − 1 = − 56 .
8. Aluksi piirretään kolmio, jonka avulla saamme pituuden
√
5 (Kuva 30).
Tämän jälkeen käyttämällä pituutta
√
5 voimme piirtää kolmion, jonka yksi
kylki on 1+
√
5 ja toinen on 2+2
√
5 niin, että kolmion sisään jää yhdenmuotoinen
kolmio, jonka kyseiset sivut ovat 1 ja 2 (Kuva 31). Nyt meillä on haluamamme
pituus 2 + 2
√
5.
Kuva 30: Ratkaisu tehtävään 8, kuva 1
Kuva 31: Ratkaisu tehtävään 8, kuva 2
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Toinen tapa on vain käyttää pituutta
√
5 ja piirtää ympyrä, jonka säde on√
5. Näin saamme ympyrän halkaisijan pituudeksi 2
√
5 ja jatkamme tätä pi-
tuutta tuntemallamme pituudella 2. Näin saamme helposti pituuden 2 + 2
√
5.
9. Jos M
√
N =QR on lausuttu pienimmillä mahdollisilla tekijöillä ja R on
positiivinen, niin NRM = QM . Jos alkuluku p jakaa R:n, niin se jakaa NRM
ja siten myös QM . Mutta tällöin sen täytyy olla Q:n tekijä. Tämä on ristiriita
sillä QR olivat jo pienimmät mahdolliset tekijät. Siispä R = 1.
√
2:lla ei ole
kokonaisluku ratkaisua, joten se on irrationaalinen.
10. Ei. Tällöin 3
√
3 pitäisi olla rakennettavissa, mutta tällöin 3
√
3 pitäisi olla
rationaaliluku, mikä on ristiriita. [3]
Kuva 32: Kuutio jonka särmä on 3
√
3
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